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Resumen. En este trabajo se resumen diversos procedimientos para el
cálculo del geoide, así como el análisis de los errores asociados
con cada uno de ellos, con vistas a futuras aplicaciones.
1. INTRODUCCION
El geoide se define como una superficie equipotencial del campo de
gravedad que aproximadamente coincida con el nivel medio de los mares. Para
muchos fines geodésicos es interesante determinar ondulaciones del geoide
respecto de alguna superficie de referencia, comúnmente un elipsoide de
revolución, el elipsoide general. Estas ondulaciones del geoide se pueden
determinar a partir de un conjunto de coeficientes que describen el potencial
gravitatorio terrestre, junto con datos gravimétricos.
2. REVISION DE DEFINICIONES Y RELACIONES IMPORTANTES.
2.1 Potencial de la gravedad de la Tierra ':i. del elipsoide. El geoide
El potencial del campo de gravedad de la Tierra se define por,
(1)
donde V es el potencial gravitatorio y ~ es el centrífugo.
El geoide es una superficie equipotencial particular del campo de la
gravedad de la Tierra, que se expresa por,
w = w = cte (2)
o
El potencial de la gravedad en un punto rotando con la Tierra viene dado
por el desarrollo en armónicos esféricos (Torge, 1983)
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donde,
GM constante geocéntrica de gravitación, a radio ecuatorial del elipsoide
de referencia, r radio vector geocéntrico, ~ latitud geocéntrica, w velocidad
de rotación de la Tierra, e ,s coeficientes de los armónicos esféricos
nm nm
normalizados del potencial gravitatorio,
primera clase normalizadas.
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El potencial de la gravedad U de un elipsoide con el mismo centro de
gravedad , la misma masa y la misma velocidad de rotación de la Tierra
(esferoide de Helmert) se expresa por,
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donde el subíndice ref indica que esos coeficientes están evaluados con los
parámetros adoptados del elipsoide general de referencia; P , n = 2,4 son los
n
polinomios de Legendre.
2.2 Ondulacion del geoide
Consideremos el modelo al aire libre y en él las siguientes superficies
(Sevilla, 1987),
(S) superficie topográfica terrestre de puntos P, (L) superficie
hipsométrtca definida por el conjunto de puntos Q tales que W(P)=U(Q), es
decir el teluroide, (G) el geoide W=Wo de puntos Po' (E) el elipsoide de
referencia, U=Wo de puntos Qo.
La ondulación del geoide es la distancia N =QP QP, donde Q es la
o o o---7proyección sobre el elipsoide del punto Po del geoide según la normal nE, que
viene dada por la fórmula de Bruns,
( W - U)
P
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donde,
<1' es el valor de la gravedad normal <1' en Qo'
W - U es el denominado potencial perturbador T.
3. METODO UNO
Se basa en la aplicación directa de la definición en aproximación
esférica.
Para obtener la ondulación del geoide sustituimos (3) y (4) en (5)
resultando,
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Supongamos que el radio vector r del geoide sea igual al radio ecuatorial
a, que consideramos igual a un radio medio R, y tomando '1 en aproximación
esférica obtenemos,
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Los érrores causados por las hipótesis realizadas para llegar a la
expresión (7) son del orden Na, siendo a el aplanamiento del elipsoide de
referencia; este error es debido a la aproximación esférica efectuada.
4. METanO DOS
Está basado en la utilización de diferencias de radios vectores. En este
método supondremos que tanto W, potencial en el geoide, como <p y A son
conocidos para un punto de dicha superficie. Podemos calcular el valor del
radio vector de dicho punto r en (3) por aproximaciones sucesivas.
Funcionalmente se expresa por,
r- e ,
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El valor de r, designado por r¡ en cada paso, se encontrará por iteración
comenzando por un ro razonable.
Por otra parte, el radio vector geocéntrico del elipsoide de referencia
viene dado por la expresión,
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Entonces la ondulación se calcula por,
N = r- - r-
I E
(10)
Un pequeño error ha sido cometido en (10) ya que la ondulación del geoide
se mide según la normal al el~psoide, y no según el radio vector geocéntrico.
Este error es del orden de Na /2.
La ondulación obtenida de esta manera es simplement.e la separaclon de una
superficie equipotencial (el geoide) y un elipsoide de revolución definido de
forma geomét.rica. Es de dest.acar que no hemos realizado ninguna hipótesis en
la que la superficie del elipsoide sea una superficie equipotencial.
5. METODO TRES
El establecimiento de este método se logra con un modelo de geopotencial
y la fórmula de Stokes.
Se considera la ondulación del geoide como suma de tres sumando s ,
N N + N + N
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( 11)
N
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es, la ondulación implicada por un conjunto dado de coeficientes del
potencial. Viene dada por (6) donde se considera un valor n de
max
truncamiento,
n
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El sumando N
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de (11) se calcula en este método de la siguiente forma,
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donde,
S(cos~) ... es la función de Stokes,
!J.go... anomalía aire-libre media de los valores observados en la
cuadrícula de cada punto, y corregida por la masa de la atmósfera,
!J.g anomal ia media de los valores calculados en los mismos puntos de
s
la cuadrícula con los coeficientes del potencial utilizados para calcular N
l
en (12).
La integral está extendida sobre la región ~ alrededor del punto en el
e
que deseamos calcular N. En la práctica la integración de (13) es sustituida
por una integración numérica.
El valor de ~g es,
a
1
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donde A es el área de la cuadrícula en la que queremos determinar la anomalía
media ~g .
s
Los valores ~g se calculan por (Rapp, 1967),
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El término N
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de la expresión (11) se expresa por,
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donde tr - ~c representa la región esférica restante no incluida en ~c. La
región ~c se elige de tal forma que N
3
pueda despreciarse.
Los errores en los dos primeros términos de (11) representan los errores
de comisión, mientras que N
3
representa un error de omisión. La varianza de
una ondulación es,
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donde ~c está asociado con los errores de comisión, y ~o con los de omisión.
Para calcular ~ pongamos,
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Considerando (12) y (13), (18) se escribe en forma matricial como,
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donde los elementos de B son los factores que multiplican a los coeficientes
del potencial, designados por C en (19). Los elementos de A proceden de (13).
Podemos representar el cálculo de Ag como,
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donde los elementos de B son los factores que multiplican a los coeficientes
del potencial en (15) en cada punto de la cuadrícula. Con (14) obtendremos el
valor medio, entonces como para cada cuadrícula tenemos un vect or- B
1S
para
toda la región ~c tendremos una matriz que designaremos por B
1
. En definitiva
(19) resul ta,
N
e
(21l
Aplicando la ley de propagación de errores obtenemos,
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donde 'í:... ( son las matrices de varianza-covarianza.
Para el error de omisión podemos escribir (Rapp, 1973),
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donde c (Ag) son las varianzas grado de anomalías y s es (Tscherning y Rapp,
n
1974) 0.999617. Aunque el sumatorio sea hasta infinito, en la práctic~ se
considera aproximadamente hasta 200. Para ~ = 100se encuentra un valor ~ deo
1.1 m; si ~ = 20° se obtiene un valor de 0.7 m.
°
6. METOno CUATRO
Este método ha sido utilizado por Grotten y Rummel (1974) y es el
desarrollado en (Molodensky et al, 1962).
La ondulación del geoide se descompone en tres sumando s ,
(24)
donde
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y Qn(I/Jo)son las funciones de truncamiento de Molodensky (Heiskanen & Moritz,
1985, pago 260) que vienen dadas por,
Q (I/J) = r 5(cosI/J)P (cosI/J)senI/JdI/J,
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donde Pn(cosI/J)son los polinomios de Legendre.
Ag es el armónico esférico de superficie de grado n de la anomalía de la
n
gravedad implicada por un conjunto de coeficientes del potencial cuya
expresión es,
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donde la región O"
e
es la misma que aparece en (13).
tiene un radio de distancia esférica I/J. La anomalía ~o
El término N; se expresa por,
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Este término considera la información más allá de n ,que no ha sidomax
incluida en N' .
1
Como en el método anterior existen errores de comisión y de omisión. Los
primeros surgen de (25) y (27) debido a los errores en los coeficientes del
potencial, y en (28) a los errores en las anomalías.
El error de omisión está causado por el hecho de que la suma en (25) se
toma hasta n en vez de hasta infinito. Este último error es el mismo de
(23), y el c~~~ntario dado allí es igualmente válido aquí.
Para llevar a cabo el análisis de los errores, expresamos el
procedimiento de cálculo en la forma,
N
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donde A, B Y C son las matrices definidas anteriormente, y Q es una matriz
diagonal cuyos elementos están compuestos de valores de Qn(~o)' Aplicando la
ley de la propagación de los errores a (30) resulta,
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Comparando (31) con (22) se observa que el anál isis de los errores en
este método es considerablemente más simple que en el método tres.
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